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Resumen

El principal objetivo de este trabajo es dar una introducciéon a la Relatividad
General desde un punto de vista geométrico. En particular, por su sencillez e impor-
tancia, introduciremos el espacio-tiempo de Schwarzschild y su métrica asociada. Para
ello, proporcionaremos una derivacion rigurosa y completa de la métrica de Schwarzs-
child y del calculo de trayectorias geodésicas. Asimismo, cubriremos el marco teoérico
necesario desarrollando los principales conceptos de geometria pseudo-Riemanniana,
tales como métrica y conexiéon, y analizaremos varios resultados importantes como el
Teorema de Fundamental de la Geometria pseudo-Riemanniana.

Abstract

The main objective of this work is to introduce general relativity from a geomet-
ric perspective. Specifically, because of both its simplicity and importance, we will
cover Schwarzschild spacetime and its associated metric. In order to do that, we will
provide a rigorous and complete derivation of the metric and of the geodesic trajecto-
ries. Moreover, we will cover the necessary theory developing the main concepts from
Riemannian geometry, such as metric and connection, and several important results
such as the Fundamental Theorem of pseudo-Riemannian geometry.
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CAPITULO 1

Introduccion

En 1915 Einstein presento6 la Teorfa de la Relatividad General que se ha convertido
en la descripcién de la gravedad y del universo. La idea nace mucho antes cuando en
1907 Einstein intenta conciliar la gravedad Newtoniana y su teoria de la Relatividad
Especial de 1905. Pronto se da cuenta de que no basta con modificarlas, sino que
es necesario crear unos nuevos cimientos. Pasa varios anos trabajando desde la fisica
y desde las mateméticas buscando objetos que preserven los postulados fisicos, pero
que tengan buenas propiedades mateméticas, como ser invariantes por cambio de
coordenadas. Lo que ata a Einstein es su desconocimiento del marco matematico
adecuado: la Geometria pseudo-Riemanniana que habia sido desarrollada anos antes
de mano de Christoffel, Levi-Civita y del propio Riemann.

Por eso, los objetivos de este trabajo son dos. El primero y principal es dar una
introduccién a ese marco, a la geometria pseudo-Riemanniana y a la propia Relati-
vidad General. Para esto dltimo, hemos elegido el espacio-tiempo de Schwarzschild
por ilustrativo a la par que sencillo. Ademas, queremos ver la teoria desde un punto
de vista geométrico, acercandonos al lado matematico y obviando el fisico. Siguiendo
esta linea, el segundo objetivo es cubrir toda la base matemaética con suficiente rigor,
ya que a menudo se utilizan argumentos geométricos e intuitivos para justificar ideas
importantes. Por ejemplo, las referencias habituales [1], [2], [3] usan este tipo de ar-
gumentarios para derivar la métrica de Schwarzschild. En contraste, en este trabajo
se dara una derivacion completa y detallada de ésta y asi como de otras ideas.

El texto como tal estd dividido en dos grandes bloques. El primero presenta los
conceptos més relevantes de la geometria Riemanniana para la relatividad. Empeza-
remos con el Capitulo 2 definiendo la conexion V : I'(T'M) x I'(TP4M) — I'(TP9M)
que, informalmente, nos permite “derivar” sobre la variedad. No es una nocion inheren-
te, sino que podemos definirla con cierto grado de libertad. Veremos que este grado
quedaréd determinado cuando expresemos V en coordenadas en funcién de F;'-k,, los
coeficientes de la conexion.

Usandola en la Seccion 2.2, definimos las curvas autoparalelas o lineas rectas:
curvas 7 que cumplen Vs¥ = 0; y también definimos el transporte paralelo de un
vector de un espacio tangente a otro. Culminaremos el capitulo en la Secciéon 2.3
definiendo una nocion crucial: la curvatura Riemanniana R, un tensor-(1, 3) que mide
como fallan en conmutar las derivadas cruzadas o, equivalentemente, como se desvia



2 Introduccién

el transporte paralelo en una regién infinitesimal.
R(w,X,Y;Z) =w(VxVyZ - VyVxZ - Vixy|Z) .

También se definird la torsién en la Seccidén 2.4 que, posteriormente, servird para
enunciar el Teorema Fundamental de la Geometria (pseudo-)Riemanniana.

En el capitulo Capitulo 3 introduciremos la nociéon de métrica, g : T'(T'M) X
[(TM) — R. Se trata de un tensor-(1, 2) que, informalmente, nos permitira “medir”
distancias sobre la variedad. Mas adelante, en la Seccion 3.1, presentaremos una he-
rramienta conocida como subir/bajar indices que utilizaremos asiduamente en el resto
del trabajo. Después, en la Seccion 3.4, presentaremos el Teorema Fundamental de la
Geometria Riemanniana cuya importancia es patente hasta en su nombre.

Teorema (Teorema Fundamental de la Geometria (pseudo-)Riemanniana).
Toda variedad (pseudo-)Riemanniana tiene una unica conexion de compatible con la
métrica y de torsion cero.

Dar la conexion del teorema anterior, V¢, conocida como conexién de Levi-
Civita, nos permitird simplificar mucho algunos célculos muy importantes como las
geodésicas, las curvas que minimizan distancias (Seccion 3.3); ya que, bajo la conexion
de compatibilidad, son exactamente las lineas rectas (V5% = 0). También gracias a la
compatibilidad, en la Seccion 3.5 definimos, con g y VE¢, nuevas curvaturas que nos
posibilitaran entender finalmente las ecuaciones de Einstein:

Tensor de curvatura de Riemann | Raped = gam Ring

Tensor de Ricci R, = R”

amb

Curvatura escalar R = ¢g® Ry

Notese que se hace uso de tanto el convenio de indices de Penrose como de la
notacion de Einstein (Seccion B.2). Para finalizar el bloque se definen las isometrias
(Seccion 3.6) y se caracterizan las simetrias de la variedad gracias a la derivada de Lie
Ly los vectores de Killing (Seccion 3.7). Intuitivamente, preservan la métrica cuando
nos movemos en la direccion del flujo de K.

Definicién (Campo de Killing). Un campo vectorial K se dice de Killing si:
Lrkg=0,
donde L es la derivada de Lie.

Finalizado el primer bloque, comenzamos el segundo en el Capitulo 4 presentando
las afamadas ecuaciones de Einstein:

Definiciéon (Ecuaciones de campo de Einstein). Sea M una variedad equipada
con un tensor-(0, 2) T llamado tensor de energia impulso. Se dice que una métrica
pseudo-Riemanniana ¢ satisface las ecuaciones del campo de Einstein si:

1
R,uzz - ing/ = T;w )



Tras una breve introduccion, en la siguiente seccién, Seccion 4.1 cumplimos otro de
nuestros objetivos: dar una derivaciéon rigurosa de la métrica de Schwarzschild. Gracias
a los campos de Killing podemos escribir con precision las hipotesis de Schwarzschild
y, tras una ardua demostracién, culminamos con el siguiente resultado:

Teorema. Si tenemos un espacio-tiempo estdtico y estacionario sobre R*, con un es-
pacio esféricamente simétrico, podemos elegir coordenadas (t,r,0, @) para que g tenga
la siguiente forma (como tensor-(0, 2) simétrico):

2m 1
1.1 =(1-=—")dt? — ———dr? —r2dQ>.
(L1.1) g ( r > 1—2m/r no
donde d2? = df? + sin® 0dp?.

En el resto del capitulo, a lo largo de la Seccién 4.2, derivamos las ecuaciones de
las geodésicas y, nuevamente, gracias a los vectores de Killing, podemos encontrar
simplificaciones de manera rigurosa sin tener que recurrir a argumentos fisicos. Para
esto nos apoyamos en la siguiente proposicion:

Teorema. Sea K un campo de Killing para la métrica g con v una geodésica. Entonces
9(K,%) se conserva a lo largo de .

El resultado es reducir el sistema de EDOs de segundo grado a uno de primer orden
al expresar las geodésicas en funcién de una energia total conservada y de un potencial
gravitatorio relativista. Con esta caracterizacion, podemos calcular numéricamente
todos los tipos de geodésicas con facilidad, y describir como se moveria una particula
en el espacio-tiempo de Schwarzschild o, desde un punto de vista matematico, describir
geométricamente el espacio.

~104

Figura 1.1: Izquierda: geodésicas para varios datos inciales. Derecha: amplicaciéon de
la geodésica destacada en azul oscuro.

Cerramos con el calculo visual de varios tipos de geodésicas y viendo como permean
el espacio. En la Figura 1.1 vemos los distintos tipos de trayectorias junto con una
ampliacién en la que se aprecia lo cadtico que puede ser el recorrido que sigue un
cuerpo en el espacio.






CAPITULO 2

Conexioén

El objetivo de este capitulo es tomar nuestra variedad diferenciable y anadirle una
nueva estructura que nos permita “derivar”: la conexién. Veremos que, intuitivamente,
fijar la conexién da forma a la variedad determinando las “lineas rectas”. Mas ade-
lante, la usaremos para comparar vectores tangentes de espacios vectoriales distintos
y, cuantificando como varia el vector al moverlo, definiremos la curvatura. Por tlti-
mo, definiremos la torsién, un tensor que sera de utilidad para enunciar el Teorema
Fundamental de la Geometria (pseudo-)Riemanniana en el siguiente capitulo.

Las principales referencias de este capitulo son [4, caps. 1, 2| y [5, caps. 7, §].
Preferiremos esta tltima ya que esté enfocada hacia la relatividad, por lo que muchas
definiciones concuerdan mejor con nuestros objetivos. Cabe destacar también que se
utilizara [6] como material auxiliar.

Fijamos la siguiente notacion:

» Denotaremos una variedad diferencial como (M, o7) donde M es el espacio topo-
logico ambiente y 7 es un atlas diferenciable. Es decir, toda carta (U;, z;) € o
cumple z; : U; C M — R™ homeomorfismo con su imagen y para toda com-
binacién de i y 7, z; o a:j_l es suave. A menudo usaremos unicamente M para
referirnos a la variedad y no nombraremos al atlas explicitamente.

» TPIM es el fibrado tensorial de valencia (p, q) de M. En el caso particular del
fibrado tangente escribiremos T'M sin superindices, y en el caso del cotangente
T"M.

» I(TP9M) es una seccion del fibrado tensorial de M. Se puede entender como el
conjunto de campos tensoriales (p, q) sobre M.

Para méas informacion, el lector puede consultar el Apéndice A.

2.1. Conexion afin o derivada covariante

Definicién 2.1 (Conexién afin / Derivada covariante). Dada una variedad M,
una conexion afin es una funcién V que toma un campo vectorial y un campo tensorial
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(p,q) y produce un campo tensorial (p, q):

V : I(TM) x T(TPIM) — T(TP9 M)
(X7 Y) — VXY )

que cumple las siguientes propiedades:

1. Sif: M —ReC>®M), entonces Vx f = X(f).
2. Vx(T'+95)=VxT+VxS.
3. (Regla de Liebniz)'Si wy,...,w, € [(T*M), Yi,...,Y, € T(TM),
Vx(T(wiwp, Y1+ Yy)) = (VXT)(wr, - wp, Y1+ Yy)
+T(Vxwi, - wp, Y1, Yy)

+ ...
—|—T((.U1,"' awpaylv"' avXYq)'

4. Si f € C®(M), VixeyT = fVxT +VyT.

Dependiendo del uso que se le dé, se suele usar de forma intercambiable “derivada
covariante” o “conexién afin”.

La pregunta que nos hacemos ahora es si tenemos libertad para elegir una conexién
V o si viene dada por la estructura de variedad. Lo podemos ver con un ejemplo:

Ejemplo 2.2. Vamos a hacer el calculo en coordenadas de VxY donde X,Y €

['(T'M). Las coordenadas son las canonicas { 821- }:

0

= XiV% (l@(,;;) (Propiedad 4)
=X;- <g§z % +Y;- V% 8i7> (Propiedad 3)
En el ultimo paso, hemos usado que V o _ (%) es un campo vectorial y tiene una

oxd
expresion en coordenadas usando las funciones F?i que reciben el nombre de Simbolos

de Christoffel.

!Se puede reescribir de manera mucho mas sucinta utilizando el producto tensorial donde ¢ y
son tensores cualesquiera:

Vx(@®1Y)=(Vx9) @Y+ ¢ (Vx1).
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Definicién 2.3 (Simbolos de Christoffel). Dada una variedad M de dimension n
y una conexion V, los Simbolos de Christoffel con respecto a unas coordenadas (U, x)
son las n? funciones:

I’%:U—)R

p = (daTq <Vaa>> .
oxd 8.%'z p

Teorema 2.4. Los Stmbolos de Christoffel determinan totalmente la conexion V.

Demostracion. Obsérvese que, en virtud del Ejemplo 2.2, los Simbolos de Christoffel
determinan la conexién para campos vectoriales. Ahora calcularemos la expresiéon en
coordenadas para un campo covectorial. Primero, observamos que:

i 0

Entonces,

y, despejando, llegamos a:

(v&%d;ﬁ)j — T,

Usando la Definicion 2.1, prop. 3 podemos calcular V para un tensor-(p, ¢) arbitra-
rio en funcion de la expresion para vectores y covectores; por lo que queda determinado
enteramente por los Simbolos de Chirstoffel. O

Ejemplo 2.5. Sea S? la esfera. En coordenadas esféricas z(p) = (6(p), ¢(p)), prescri-
bimos:

I (z71(0,¢)) = —sinfcosb,
Ty (0,¢) =%, (271(0,9)) = —cot 0,

y el resto de coeficientes nulos. Esta conexién da lugar a lo que llamamos “esfera
redonda”. En las imagenes que veremos méas adelante se corresponde con la Figura 2.3b
y la Figura 2.3c.

Por ultimo, podemos dar una interpretaciéon geométrica muy visual de la derivada
covariante gracias al Teorema de Encaje de Whitney |7, pag. 31| que nos garantiza
que si tenemos una variedad siempre podemos encajarla en RY para un N. Entonces,
V es la proyeccion de la derivada usual sobre el plano tangente (|8, pags. 155, 156]).
Es decir, s6lo nos quedamos con la parte de la derivada “intrinseca” o tangente a la
superficie (Figura 2.1).



8 Conexién

Figura 2.1: Si embebemos la variedad en R™, podemos pensar en V como la proyeccion
del vector tangente a la curva sobre el plano tangente a la superficie.

2.2. Transporte paralelo

El transporte paralelo nos permite tomar un vector v de T),M y transportarlo hasta
TyM (Figura 2.4c). Veremos en (Seccion 2.3) que podemos capturar la forma de la
superficie midiendo cémo se desvia el transporte paralelo. Ademas, las demostraciones
en este capitulo nos serviran para probar resultados auxiliares como Corolario 2.9 que
necesitaremos cuando hablemos de relatividad.

Definicién 2.6 (Curvas autoparalelas (lineas rectas)). Dada una variedad M
con conexion V diremos que una curva ¢ : R — M es autoparalela si:

Vaome(t) =0,

donde ¢ es el campo vectorial definido s6lo a lo largo de la curva ¢ y que en cada
punto se le asigna su vector tangente (Ecuacion A.1).

Esta definicién es parecida a la que esperariamos para las geodésicas. Sin embargo,
las geodésicas dependen de la curva y también de la parametrizacion. Por eso no
podremos definirlas hasta que tengamos alguna manera de medir distancias en nuestra
variedad.

Definiciéon 2.7 (Transporte paralelo). Dada una variedad M con conexién V y
una curva ¢ : R — M, fijamos un tiempo fp y un vector Zy € Ti,;,)M. Se llama
transporte paralelo a un campo Z que cumple:

1. Z(to) = Zp.
2. (Vo2)| =0,
o(t)

Es muy importante notar que en 2 sblo estamos considerando el campo sobre la curva,
ya que, en general, no podemos encontrar un transporte paralelo en todo un entorno
de un punto.



2.2 Transporte paralelo 9

Observacion. Si cumple 2 en la definicién anterior, se dice que el campo es paralelo
a la curva .

Teorema 2.8. Bajo las condiciones de Definicion 2.7, siempre existe Z transporte
paralelo y es unico.

Demostracion. Primero, probamos que Z existe en unas coordenadas (U, z):

)
(Z o) )
® < 027 ] | ey
. 071 9 , 0
— oi(4) - i J v
(1) (8;16@' 027 © Z vaii 8x1>

cambio el indice del sumatorio de j a g,

—V.
ey 0ol

o(t)

07214

0
—@(t)ﬁ

ox4

+ (@'Zﬂ' r;gjq) ’
o(t) L2/ Moty
o 0
+ (tplZ] F?)
(1) ! Qe

q . .
o)) 0%

dt
Llegamos a un sistema de n EDOs sobre el indice ¢ que determinan Z o ¢:

»(t)
_Zep)t 9

dt Ox1

o(t)

o(t)

d(Z o ¢)*

0=—"u

+ @' ()27 (1)) T ((t)
Obsérvese que el sistema esta escrito usando el convenio de Einstein (Seccién B.2).
Por el teorema de Picard—Lindel6f, tenemos existencia local y unicidad de la solucion.

Damos la idea para probar la existencia global. Primero, definimos en Z en unas
coordenadas (U, ). Para que no haya problema en las intersecciones, lo que hacemos
es trasladar Zy a Zy en la interseccion con las proximas coordenadas (V,y). Ahora
resolvemos la ecuacion localmente en (V,y) y seguimos extendiendo el campo (véase
la Figura 2.2). Como hemos definido Z independientemente de las coordenadas, hay
una dnica forma de extender el campo y tenemos existencia y unicidad global. O

Corolario 2.9 (Expresion local de curvas autoparalelas). En coordenadas, la
expresion de una curva autoparalela ¢ es:

(2.1) 0=Vg(Q)| = @t) + @i (t)pi (t) T (o(t) -

Demostracion. Basta escoger Z = ¢ o o~ en el Teorema 2.8. Nétese que como ¢ :

R — TM no determina un campo, componemos para que ¢ o @+ : M — TM si lo
haga. También ndtese que Z esté definido sblo sobre la curva ¢. O
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Figura 2.2: Extendemos el campo Z en coordendas locales hasta la interseccion.

2.3. Curvatura

Intuitivamente, la eleccién de una conexién da la “forma’” a la variedad porque fija
que lineas son lineas rectas. Por ejemplo, cuando pensamos en la esfera de R? como
variedad, dotada de la topologia usual y de un atlas adecuado, estamos pensando en
S2. Como tal, la esfera no tiene forma (Figura 2.3a), pero cuando damos una conexién
se la imponemos. Como no disponemos de herramientas para medir distancias, cuando
decimos forma podemos referirnos tanto a un elipsoide (Figura 2.3b), como a la esfera
redonda (Figura 2.3c) y necesitaremos de una métrica para discernir entre ambas.

(a) Sin conexion, “sin for- (b) Dada conexion, puede (¢) Dada conexion, puede

7

ma’”. ser un elipsoide. ser una esfera.

Figura 2.3: Posibles representaciones de la variedad diferenciable S? con y sin conexion.

Unos de los grandes descubrimientos de Gauss fue su Theorema Egregium (|9,
pags. 291-293|) en el que demuestra que la curvatura, la “forma” de una superficie, es
una medida intrinseca. Es decir, un habitante de la superficie puede observar los efectos
de que la superficie que habita esta curvada. Por ejemplo, se puede medir el exceso de
angulo en los triangulos (Figura 2.4a) o la velocidad a la que se alejan las geodésicas
(Figura 2.4b). En nuestro caso, nos fijaremos en como varia un vector al transportarlo
paralelamente (Figura 2.4c¢) por curvas que se vuelven infinitesimalmente pequenas. En
el limite, esto se convierte en ver como fallan en conmutar las derivadas cruzadas?. Por
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ejemplo, en contraste con la esfera, en el plano, que no tiene curvatura, las derivadas
cruzadas conmutan y el transporte paralelo siempre nos devuelve el vector original.

(a) Los angulos de un trian- (b) Las geodésicas de una (c) Es transporte paralelo de un

gulo no suman 180°. esfera (azul) se alejan y lue- vector (marrén oscuro) no de-
go se acercan. vuelve el vector original.
Figura 2.4

Para formular de forma rigurosa esta idea definimos la curvatura de Riemann:

Definicién 2.10 (Curvatura Riemanniana). Es el campo tensorial-(1,3) dado
por:

R(W,X,Y; Z) = w(VXVyZ — VYVXZ — V[X7y]Z)
=w(([Vx,Vy] = Vixy))(2))

Observacion. Notese que esta notacion con ; no es estandar y la adoptamos de [6].

Hay que tener en cuenta que cuando trabajemos con la base coordenada {%}, el
conmutador se desvanece
o 0
|:8.%" 83:?]

y la expresion de la curvatura en coordenadas se simplifica a:

i ;, 090 9\ 0
i —R<dx mww) = dv ([Vaiwvaik} (w)) :

Proposicion 2.11 (Expresion local de R). Si consideramos una carta (U,z) en
la variedad M, podemos expresar R en coordenadas en funcion de los simbolos de

2Para una explicacion visual excelente de holonomia y curvatura consultar [6].
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Christoffel:
i ( 0 i
by = do (vf;;jvazkaxl_vafkv(;zjafﬁl>
i m_0 p 0
— dx (V;}J( lkaxm> —V% (F”ﬁxm>>
o o arm g 9
RNy S R— 9y _pmpn 9 )
v (8:5] oxm Ll mg dxn Oz dx™ & mk&gjn)
. or’ i 8Tf~ mii
(2.2) ki = WZMLF”‘? mi = gk~ VT

2.4. Torsion

Para finalizar el capitulo, definiremos la torsiéon, un tensor que se deriva de la
conexion. Aunque se ha tratado de darle un significado fisico preciso sobre cémo
afecta al espacio, no existe una respuesta satisfactoria ([10, sec. 5.9]). Para nosotros
tendra espacial relevancia cuando hablemos de métrica y del Teorema Fundamental
de la Geometria (pseudo-)Riemanniana.

Definicion 2.12 (Torsién). Dada una variedad M con conexion V, la torsion es el
campo tensorial-(1,2) T

To(w, X,Y) =w(VxY — VyX — [X,Y]).

Definicién 2.13 (Libre de torsion). Sea M una variedad con conexion V. Decimos
que la conexién V es libre de torsion si Ty = 0. En otras palabras, para cualesquiera
campos vectoriales X, Y se tiene:

[X,Y]=VxY —VyX.



CAPITULO 3

Variedades (pseudo-)Riemannianas

En este capitulo dotaremos a nuestra variedad de més estructura. En este caso,
necesitamos una forma de medir distancias y dngulos de los vectores en cada espacio
tangente. Ello nos permitira hablar de la velocidad de una curva y, posteriormente,
de su longitud. Entonces, podremos buscar cuéles son las curvas que minimizan la
distancia entre dos puntos: las llamadas geodésicas. Més adelante, presentaremos dos
herramientas muy potentes: “bajar” y “subir” indices y el Teorema Fundamental de
la Geometria (pseudo-)Riemanniana; que usaremos para definir nuevas “curvaturas”.
Por ultimo, caracterizaremos las aplicaciones que preservan la métrica, las isometrias,
y definimos los campos de Killing y la derivada de Lie que, de alguna forma, codifican
las simetrias de la variedad.

En cuanto a referencias, a lo largo del capitulo seguiremos principalmente |5, caps.
10, 11] apoyandonos en [6] y [11] como material auxiliar.

3.1. Meétrica

Definicién 3.1 (Métrica (pseudo-)Riemanniana). Una métrica g en una varie-
dad M es un campo tensorial-(0,2) que cumple:

1. Simétrico. g(X,Y) = g(Y, X) para todo campo vectorial X e Y.

2. No degenerado. La aplicacion b : I'(T'M) — I'(T* M) dada por

(X)(Y) = g(X,Y)
——
er*M

es un isomorfismo entre T'M y T*M. Es decir, para cada covector w podemos
encontrar un X tal que b(X) = w.

Observacion. A la aplicacion b se le llama isomorfismo musical.

La identificacion de campos vectoriales con campos covectoriales se llama comun-
mente “bajar” o “subir” indices. Es facil de ver el porqué con un ejemplo: si X es
un campo vectorial, sus componentes se escriben X" y, si w es un campo covectorial,

13
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sus componentes son w;. Podemos cambiar los superindices a subindices y viceversa

usando que la métrica se puede escribir matricialmente como:

gir - Gin Y1

(3.1) gX,V)=[X1 ... X,]-|: : :
gnl " Gnn Yn

y que b es una isomorfia:

X = (0(X))i = gi X7 .

W' = (7N W) = gy

donde g% denota la entrada (i,7) de la inversa matricial de b (ver Ecuacion 3.1).
Adicionalmente, aunque la notacién en rojo es comun en la literatura, nosotros nunca
la utilizaremos prefiriendo escribirlo explicitamente.

Obsérvese que la matriz de b es la matriz de g vista como aplicacion lineal en vez
de como forma bilineal.

Ejemplo 3.2. Si tomamos las esfera S? como variedad con coordenadas esféricas = y
damos la métrica:

R? 0
1 . . s
g(x™(0,9)) = [ 0 R sinQ(G)} , donde R es una constante positiva.

El par (S?, g) se denomina esfera redonda de radio R. Una pregunta que nos surje es si
tiene que ver con la “esfera redonda” que definimos en el capitulo de conexion (Ejem-
plo 2.5). La respuesta es que si, porque esta métrica y esa conexion son compatibles
y por eso dan lugar al mismo objeto (aunque ahora podemos hablar de tamano, de
radio).

3.2. Signatura de la métrica

Dada una métrica g, podemos diagonalizar su representacion matricial (Ecua-
cion 3.1) porque se trata de una matriz simétrica, ya que g(X,Y) = g(Y, X). Asi, por
el Teorema Espectral, existe una base en la que g se expresa como:

1

(3.2)

-1

Definiciéon 3.3 (Signatura de la métrica). Sea g una métrica. Si diagonalizamos
la matriz de g como en Ecuacion 3.2, se define la signatura como la tupla (p, ¢) donde
p es el nimero de 1s y ¢ es el ntiimero de -1s.
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Teorema 3.4. La signatura estd bien definida y es invariante por cambios de base.

Demostracion. Es cierto por La Ley de Inercia de Sylvester ([12]). O

Definiciéon 3.5 (Clasificacion de métricas por signatura). Sea g una métrica
con signatura (p, ¢) en un espacio de dimension n, se dice que es Riemanniana si tiene
una signatura (n,0)!'. De lo contrario se dice que la métrica es pseudo-Riemanniana,
entre las que distinguimos el caso (n — 1,1) que se denomina métrica Lorentziana.

Llamamos variedad (pseudo-)Riemanniana al par (M, g) con M variedad y g mé-
trica (pseudo-)Riemanniana.

Observaciéon. Una métrica Riemanniana es lo que llamamos cominmente producto
interior. Es decir, cumple Definicién 3.1 y, adicionalmente,

9 X, X) =0 X =0,
9(X, X)>0<= X #0.

3.3. Geodésicas

Para definir geodésicas tnicamente necesitaremos formalizar la longitud de una
curva lo que nos permitird pensar en cuales maximizan o minimizan esa longitud.

Definiciéon 3.6 (Longitud de una curva). Dada una variedad Riemanniana (M, g)
y una curva v : (0,1) — M, se define el funcional longitud de una curva como:

1
Ly = /0 VG 30) dt,

donde s(t) = 1/g(%(t), (1)) se llama “velocidad de la curva en el instante ¢”.

Proposicién 3.7. La longitud de una curva v no depende de su parametrizacion. Sea
o:(0,1) — (0,1) una funcion suave biyectiva con o'(t) > 0,

Ly] = Llyea].
Demostracion. Se sigue de un calculo directo. O

Como hemos dicho, informalmente las geodésicas son las curvas extremales que
maximizan o minimizan distancias. Para caracterizarlas rigurosamente usamos el fun-
cional longitud:

Definiciéon 3.8 (Geodésica). En una variedad Riemanniana (M, g), se dice que una
curva v : (0,1) — M es geodésica si es estacionaria con respecto al funcional L.

Observacion. Hay varias formas de definir la longitud de una curva y las geodésicas.
Por ejemplo, en [4] se definen para tiempos arbitrarios, digamos en (t1,t2). Luego
necesita demostrar varios resultados como la homogeneidad, es decir, que podemos
dilatar el tiempo a (%, 2 o contraerlo y que sigue siendo geodésica. Nosotros evitamos

a
todo esto definiendo longitudes y geodésicas con pardmetro unidad, de 0 a 1.

!También se puede definir poniendo ¢ = n, p = 0 y lo mismo ocurre para el resto de convenciones:
podemos cambiar el papel de p y q.
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3.4. Compatibilidad de la métrica y la conexion

Definiciéon 3.9 (Compatibilidad entre métrica y conexién). Se dice que una
métrica g es compatible con una conexién afin V si, para todo X campo vectorial,

Vxg=0.

Es decir, en el transporte paralelo de dos vectores se preserva la métrica.

Lema 3.10 (Condicién equivalente compatibilidad). Sea g una métrica. Tene-
mos que para todo X, Vxg =0 siy sélo si para todo X,Y,Z se cumple X(g(Y,Z)) =
9(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Demostracion. Sean 'Y, Z campos vectoriales, usando que g(Y, Z) es una funcion C*°(M):
X(9(Y;2)) = Vx(9(Y, 2)) = (Vx9)(Y, Z2) + 9(VxY, Z) + g(Y,Vx Z).

Donde hemos usado Definicion 2.1(1y 3). De la igualdad anterior, las dos implicaciones
se deducen automaéticamente. O

Definicién 3.11 (Conexiéon de Levi-Civita). Una conexion se dice de Levi-Civita
si es compatible con la métrica g y tiene torsion 0.

Teorema 3.12 (Teorema Fundamental de la Geometria (pseudo-)Riemanniana).
Toda variedad (pseudo-)Riemanniana tiene una unica conexion de Levi-Civita. De he-
cho, ésta viene determinada por la “Formula de Koszul” (donde X,Y,Z son campos
vectoriales):

33 oVxv.2) = J{ X.2) + V(X 2)) - Z(X.V))

V(X Z]) — g(X,[Y, Z)) — 9(Z.Y. X])} |

Demostracion. Usando el Lema 3.10 varias veces y que g es un tensor simétrico
(9(X,Y) =g(Y, X)),

X(9(Y,2)) =9(VxY,Z)+g(Y,VxZ),
Y(9(X,2)) =9(VyX,Z) +9(X,VyZ),
—Z(g(X,)Y)) = —g(VzX,Y) - g(X,VzY),

y, sumando las tres ecuaciones anteriores,

X(g(Y,2)) +Y(9(X,2)) - Z(9(X,Y)) =
=g(Y,VxZ - VzX)+9(X,VyZ - VzY)+g(Z,VyX + VxY)
= g(}/v [X> Z]) + g(X> [Y7 Z]) + g(Z7 D/a X]) + 29(27 VXY)
recuperamos la Ecuacion 3.3. Nos falta comprobar dos cosas: que V es una cone-

xion y que estd definida para campos tensores arbitrarios (hasta ahora s6lo hemos
considerado campos vectoriales).
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_ 0 _ 0 _ 0
En coordenadas, sean X = 575, Y = 555, Z = 53,

o 0
g(vXK Z) (FT ) = szgrq

Y oxr’ Oxd
En la “Féormula de Koszul” (usando que | 321, ax]] =0),

9(VxY,Z) = Q{X(( 2))+Y(9(X, 2)) - Z(9(X,Y))
)~

([ ] ( [Y,Z])—Q(Z,[Y,X])}
o 0 o 0 o 0

= 3 (X0t ) + Y (sl o)) — 2ol 1) )
<8gzq 4 8gjq 8gji> .

oxd ~ Ozt Ozt
En funcién de los simbolos de Christoffel, nos queda el siguiente resultado:

I = qu(agji _ 99iq _ 893’61) .

2 0x¢  Oxd  Oxt
Por lo que vimos en Teorema 2.4, dados los Coeficientes de Christoffel (que sdlo
dependen de g), V esta completamente determinado para tensores arbirarios.

La unicidad se deduce de que toda V ha de cumplir la Ecuacion 3.3 necesariamente.

O

Corolario 3.13. Podemos calcular los simbolos de Christoffel en funcion de la métrica
utilizando la siguiente iqualdad:

2V0x9  Oxd ozt

Teorema 3.14 (Significado geométrico de la compatibilidad). Sea g una mé-
trica y V una conexion. Son compatibles si y sdlo si las curvas autoparalelas (Defini-
cion 2.6) son precisamente las geodésicas.

. gl 095 0giq  Ogj

Demostracion. Una geodésica v hace estacionario el funcional de longitud L, luego,
en coordenadas, tiene que cumplir las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d ( 0L oL
3.5 R e
@9 it (1) ~ o
Para simplificar los calculos reparametrizamos 7 para que g(v(t),v(t)) = 1, y, por la
Proposicion 3.7, no afecta al funcional. Calculamos:

g (;ﬁm) = 507 ()2 (+(1)) + gy (1A (1),
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Por la Ecuacion 3.5:

i as.i00my 150G
IV AV S = 57 55 =0

Multiplico por g9 y renombro indices,

3.6 q 4 gamziszd (Z9mi Z P95 ) _
(3.6) 1+ g1y <aa;z 5 5 ;

intercambiamos ¢ y 7,

L . 19y,
(3.7) W+ngV<&M“—9”>:o

oxl  20x™m

Si utilizamos que g;; = g;; y sumamos Ecuacién 3.6 con Ecuacion 3.7:

o= gmiyy (g G - Gt) =30y,

que es precisamente la condicion para que 7y sea una linea recta (Ecuacion 2.1). De este
modo, ambas nociones son equivalentes si la conexiéon es compatible con la métrica. [

Corolario 3.15. Sea v una geodésica. Su velocidad, g(,7), es constante.

Demostracion. Se sigue de un calculo directo usando la Definicion 3.9 y la Defini-
cién 2.6:
Vi (93, %) = (Vo) (%) + 9(Vyw)¥,3) + 9(3, Vayny)
=0+9(0,%) +9(7,0) = 0.

3.5. Mas curvaturas

Podemos definir nuevas “curvaturas” en funciéon de g obteniendo la conexion V
de Levi-Civita y bajando y subiendo indices de distintas maneras. A lo largo de esta
seccion vamos a utilizar la Notacion Abstracta de indices de Penrose (Seccion B.2).
En particular, ninguna de las definiciones se hace en coordenadas sino que los indices
s6lo ilustran la valencia del tensor.

» Tensor de curvatura de Riemann: Rypcqd = gam Ry

» Tensor de Ricci: Ry, = R]) ;. Notese que, aunque g no aparece en la formula
explicitamente, la usamos para determinar la conexiéon de Levi-Civita asociada
y, por tanto, para definir R.

s Curvatura escalar: R = g"’b Ry

= Curvatura de Einstein: G, = Ry —%gab R.
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3.6. Isometrias

Como es habitual en geometria, nos gustaria poder comparar variedades y, en este
caso, en funcién de sus respectivas métricas. Esto es especialmente importante porque
si una aplicaciéon preservase la métrica, significaria que preserva todo la estructura
adicional que depende de ésta, como las geodésicas, la conexiéon o la curvatura.

Definiciéon 3.16 (Isometria). Sean (M, g)y (N, h) variedades (pseudo-)Riemannianas.
Una isometria es un difeomorfismo f : M — N tal que:

(3.8) gp(uﬂ)) = hf(p) (dfp(u), dfp(”)) )

para todo p € M, u,v € T, M. Recuérdese que la notaciéon g, denota que g se evaltia
en el punto p.

Corolario 3.17 (Isometria preserva geodésicas). Dadas dos variedades (pseu-
do-)Riemannianas (M,g) y (N, g) y una isometria f : M — N. Para toda geodésica
a(t) en M se tiene que f o« es geodésica de N y viceversa.

Demostracion. La funcion f es un difeomorfismo que nos da una correspondencia entre
curvas de M y de N. Como f preserva la longitud de las curvas, también impone una
correspondencia entre las geodésicas.

Para comprobarlo tomamos L y L los funcionales de longitud de g y g respectiva-
mente y o una curva en M.

B 1
Ilfoal = /0 Val(Fo o)), (F o a) (D)) dt

1

. /0 Valdf (o (1)), df (o (t))) dt
1

- /0 G (), /(D) dt

= L[a].

Para ver el otro sentido, basta con tomar f~! y repetir el calculo observando que f~*
es también una isometria. O

3.7. Mas conceptos geométricos

Nos sera 1til para més adelante definir qué significa que un tensor tenga simetrias
en una variedad. Intuitivamente, se traduce en que no cambie al movernos en una
direccién o, en otras palabras, que la “derivada” direccional se anule. En lenguaje
matematico, si queremos dar una direccién en cada punto damos un campo vectorial
y, si queremos derivar en la direcciéon del campo usamos la derivada de Lie.
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Definicién 3.18 (Derivada de Lie). Dada una variedad M, la derivada de Lie es
la funcién:

L:T(TM)xT(TPIM) — T'(TPIM)
(X,Y)— Lx(Y)
que cumple las siguientes propiedades:
1.Sif: M —-ReC>®M), Lx(f)=X(f).
2. (Regla de Liebniz) Si wy,...,w, € (T*M), Y1,...,Y, e I(TM),
Lx(T(wi--wp,Y1--Yg)) = (LxT)(wr, -+ wp, Y1+ Yg)

+T(£XW1>"' 7wpaY1>"' 7}/;1)
+ ...
_‘_T(wl, ’wp’Yl’... 7£X}/;])

(3.9)

w

SiXel'(TM), LyX =[X,Y]=XoY -YoX.
(Lineal 1) Si Z e T(TPIM), Lx 1y (Z) = LxZ + Ly Z.
(Lineal 2) Si Z, W € T(TPIM), Lx(Z + W) = LxZ + LxW.

AR

Intuitivamente, un campo de Killing representa una simetria porque preserva la
métrica cuando nos movemos en la direccion del flujo de K:

Definicién 3.19 (Campo de Killing). Un campo vectorial K se dice de Killing si:
(3.10) Lrg=0.
Proposicion 3.20. Sea V la conexion de Levi-Civita de la métrica g. Todo campo de
Killing K cumple:

9(Vx(K),Y) +g(X,Vy(K)) =0.

Demostracion. Lo primero es ver que si la conexion es de Levi-Civita,
=0+ g(Vk(X),Y) +g(X, Vi(Y)),
lo que se deduce de la regla de Liebniz para V (Elemento 2) y de la compatibilidad

de la métrica (Definicion 3.9). Si usamos la regla de Liebniz esta vez para la derivada
de Lie (Ecuacion 3.9), y la Definicion 3.19:

(Lxg)(X,Y) = Lk(9(X,Y)) —9(LxX,Y) — g(X, LY)
=K(9(X,Y)) —g([K, X],Y) — g(X, [K,Y])
=9(Vk(X),Y) +g(X,Vk(Y)) — g([K, X],Y) — g(X, [K,Y])
=g9(Vk(X) — [K,X],Y) + g(X,Vk(Y) - [K,Y])
=g9(Vx(K),Y) +g(X, Vy(K)).

Obsérvese que en el ultimo paso hemos usado que la conexion de Levi-Civita es libre
de torsion (Definicion 2.13). O



CAPITULO 4

Espacio-tiempo

En este capitulo nos adentraremos en la relatividad general adoptando un enfoque
geométrico. Esto significa que obviaremos las justificaciones fisicas e intentaremos ce-
nirnos a la geometria Riemanniana mientras que sea posible. En particular, no propor-
cionaremos una justificaciéon de las ecuaciones de Einstein porque mayoritariamente se
han comprobado experimentalmente ([13]). Por tanto, para nosotros el espacio-tiempo
es exclusivamente una variedad Lorentziana de cuatro dimensiones que obedece unas
ecuaciones dadas.

Actualmente, en fisica se fijan el espacio y la topologia del universo: R* equipado
con la topologia métrica usual. El resto de estructura se determina con las ecuaciones
de campo de Einstein que relacionan la curvatura del espacio-tiempo y la distribucién
de la masa. La forma mas sencilla de expresarlas es:

Definiciéon 4.1 (Ecuaciones de campo de Einstein). Sea M una variedad equipa-
da con un tensor-(0, 2) 7" llamado tensor de energia impulso. Se dice que una métrica
pseudo-Riemanniana g satisface las ecuaciones del campo de Einstein si:

1
(4'1) R,uu - §R9W = 1Luv,

Observacion. El tensor T’ se determina de manera casi enteramente experimental
con lo que, para nosotros, nuevamente, sera dado.

Observacion. Noétese que el lado izquierdo de la Ecuacion 4.1 es enteramente geo-
métrico mientras que el derecho es fisico. Por ello, a menudo se usa la curvatura de
Einstein (Seccion 3.5) para simplificar las ecuaciones a una igualdad entre un tensor
puramente geométrico y otro fisico:

1
(4'2) T;Ll/ = G,uu = R;w - iRguu-

Observacion. En 1917 Einstein introdujo la llamada constante cosmologica A en sus
ecuaciones para modelar un universo dindmico, que se expande o se contrae.

G/w + Ag,ul/ = /{T,uu )

con K otra constante. Tras mucha controversia sobre el valor de A, las observaciones
empiricas parecen indicar que es estrictamente mayor que 0 y muy pequena. Sin

21
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embargo, las cosas no son tan claras porque si partimos de la mecanica cuéntica,
predeciremos una constante mucho mas grande, 10?0 veces mayor.

Esta gigantesca discrepancia es un problema abierto en fisica, asi como determinar
sus implicaciones. Por nuestra parte, nos centraremos en la situacion A = 0.

Nuestra labor se reduce a buscar métricas g que satisfagan Ecuacion 4.2. Antes de
acometer semejante gesta, fijaremos notacién que a menudo se emplea en fisica y que
es menos comun en geometria:

= T x R significa que T es proporcional a R, es decir, que existe un escalar \ tal
que T = AR.

. 5;- se conoce como la delta de Kronecker y como funcién de ¢, j vale:

5l = {1 1=
i F ]
» En toda la seccion usaremos los convenios de Einstein y Penrose (Seccion B.2)
asiduamente.

Por tltimo, destacar que el desarrollo de este capitulo esta basado principalmente
en [14, caps. 23|, [3, caps. 2, 5] y [15].

4.1. Meétrica de Schwarzschild

Resolver las ecuaciones de Einstein en general es extremadamente complicado. Lo
que podemos hacer es imponer condiciones extra sobre el espacio que nos permitan
simplificarlas. Partimos de las siguientes suposiciones:

1. El espacio-tiempo es estacionario. Es decir, es simétrico por traslaciones de tiem-
po. Matematicamente, significa que existe un campo de Killing K que satisface
g(K, K) > 0. Tales campos se conocen como “temporales”. En particular, obsér-
vese que K nunca se anula.

2. El espacio-tiempo es estatico. Matematicamente se traduce en que existe una
foliacion de hipersuperficies ortogonales al campo de Killing anterior. Esto nos
permite dar coordenadas en dos pasos: para elegir la superficie, y dentro de ésta
(Figura 4.1).

En concreto, existen coordenadas (t,x1,x2,x3) tal que las hipersuperficies son
los conjuntos de nivel t = cte. En estas coordenadas, K es perpendicular si:

0 .
K=f 54t con f funcion escalar no nula.
x
3. El espacio es esféricamente simétrico en las coordenadas espaciales. Es decir,
existen campos de Killing que corresponden a las simetrias de la esfera. Veremos
qué significa esto con precision mas adelante en la Subseccion 4.1.2.
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Bajo estas suposiciones, modelamos un universo donde tenemos una masa puntual
en el origen, un agujero negro, que no gira. También se puede usar con bastante
exactitud para determinar movimientos en el sistema solar, tomando el Sol como una
“masa puntual” y suponiendo que la masa de los planetas no deforma mucho el espacio.

& = (a, B1, .y Bn)
W/
Bis -y Bn

Figura 4.1: Primero damos coordenadas para elegir la hipersuperficie roja donde se
encuentre el punto. Dentro de est4 damos coordenadas en la subvariedad.

4.1.1. Espacio-tiempo estatico y estacionario

El objetivo de esta seccién es buscar un sistema de coordenadas bajo estas con-

diciones para simplificar los calculos. A menudo se las denomina “coordenadas de
Schwarzschild”.

Lo primero que hacemos es aprovechar que hemos foliado el espacio y, a partir
de ahora, trabajaremos en las coordenadas (¢,x1,x2,x3) en las que conocemos una
expresion para el campo K. Usaremos también la notacién que es habitual en la
literatura en la que los indices latinos se refieren a las coordenadas espaciales (z1, =2
y x3), t se reserva para la temporal y las letras griegas se usan para cualquiera.

Para empezar a simplificar g, observamos que K es perpendicular a las superficies
de nivel y que es temporal:

0 o 0
(4~3) 0:9<K,W>:f'9<axt,axi>:fgti :>7
(4.4) 0 < g(K,K) = 2 = |gu #0].

A continuacién, escribimos explicitamente la condicién de que K es un campo de
Killing usando la Ecuacion 3.9:

(4.5)

0 0 0 0 0 0 0 0
L <9<axuax>> = (Lxg) <axuax> 9 (ﬁKaa;uax> T (axu’EKaxv)
0 0 0 0
—OWQK’axu] ax> +9<axw [KaxD

_g(-9r 9 9N (9 _9f 0
=9 Oz Oxt’ OV I\ oz’ ™ Dz 9t

of af

oar Iy

= —Jw
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DOV o) — retg — iee Y _ O
1)tk (o g 5 ) ) = L) = Klgu) = K750 — 1.

De este modo tenemos:

Oguv of of _
(47) f (9l‘t + gtl/amu + gut 31“’ — O .

Esta tltima ecuacién nos da muchisima informacién de la forma de g. Para verlo,
separamos por casos dependiendo de los indices:

s Caso p =1t,v = j. Usando la Ecuaciéon 4.3 y que g es simétrica:

99ij of of

Ozfa t + t]a z+glta ]
—f g”+0+0
99ij
(4.8) = | ot = 0] (gi; no depende de t).

s Caso pu =t,v =1i. Usando la Ecuacion 4.3 y la Ecuaciéon 4.4:

991 of of
Ozfaxt +gtza +gtt8 i

0
=04+0+gu f»
ox*

(4.9) = gf; = 0/ (f no depende de las coordenadas espaciales) .
T

» Caso p=t,v=t.

0 0 d
O—fﬂ-i' ttaift"'gttaf

= fou + gttf + gttfa

y, resolviendo la EDO para g;; por separacion de variables llegamos a:

(4.10) _ o)

it = 2|

para cierta funcion c(z) = ¢(z1, x2, x3) diferenciable.
Teorema 4.2. Si tenemos un espacio-tiempo estdtico y estacionario, podemos elegir

coordenadas tal que g se pueda expresar como tensor-(0, 2) simétrico de la siguiente
manera:

9= gu(z)dt* + 9ij (z)dz'dz’

con el campo de Killing K = (1,0,0,0).
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Demostracion. Usamos Ecuacion 4.3, Ecuacién 4.8, Ecuaciéon 4.9 y Ecuaciéon 4.10:
c(z)

F2(t)
(f(t),0,0,0).

dt? + gij(x)dz'da?

9
K

Hacemos un cambio de coordenadas en ¢: f(t)dt’ = dt y llamamos c(x) = gy (). O

4.1.2. Simetria esférica

Las isometrias de la 2-esfera coinciden exactamente con las rotaciones vectoriales
de R3 ([8, pag. 200]) y constituyen un grupo de Lie de dimensién 3 denotado por SO(3).
Este grupo esta generado por el conjunto de rotaciones con respecto a cualquiera de
los tres ejes de la referencia estandar de R3. Estas rotaciones son el flujo de los campos
vectoriales siguientes:

0 0 0 0 0 0
R xay Yor’ o Z@y Y8, “or 782

Para aprovechar més simetrias, vamos a usar coordenadas esféricas con el siguiente
convenio:

r=sinfcos¢, y=sinfsing, 2z =cosh,
y la inversa dada por:

Yy
@ = arccosz, ¢ = arctan=.
x

Expresaremos R, S 'y T en estas coordenadas pero, como todos los calculos son simi-
lares, lo hacemos tinicamente para R como ejemplo:

R= x(‘)ay — y(?aa:
= sin&cos(;Ssmsigngo;qbaaq5 +sinesin¢>Sizizien¢aa¢
0

= 35"
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Por convencion, para la métrica de Schwarzschild los campos se normalizan, dividiendo
por las constantes adecuadas, a:

0
R _— % )
., 0 0
(4.11) S = sin qﬁ% + cot 0 cos gb% )

0 0
T= cosd)% —cotHsinqﬁ%.
Se puede comprobar que [R,S] = T, [S,T] = Ry [T,R] = S luego el algebra que
generan es precisamente so(3), el algebra de Lie del grupo de rotaciones SO(3).
Una vez que tenemos expresados los campos en las coordenadas adecuadas po-

demos usar el mismo truco que usamos en Ecuacion 4.5 y Ecuacion 4.6, escribiendo
explicitamente la condiciéon de que sean vectores de Killing:

0 0 0 0
(4-12) K(guu) =g (ﬁK(‘?xW 5’95”) +g <8:U“’£K8:UV> .

Esta vez, no podemos separar claramente por indices, sino que tenemos que seguir
una secuencia de pasos aplicando repetidamente Ecuacion 4.12 a los campos de la
Ecuacion 4.11:

1. Con el campo R llegamos a

09w

(4.13) 56

=0].

2. Fijamos p = 0,v = 0. Si escribimos la condiciéon para el campo S obtenemos

. ,0gg9 2cos¢
4.14 = _
( ) Sl 0o sin 6

906 =0,

y, equivalentemente para el campo T’

Ogpy  2sin¢

— =0.
00 sin? 6 969

Si despejo % y sustituyo,

2
4.15 7:0:>-:O.
( ) g6¢ sin? @ sin? ¢ 96¢

Sustituyendo en Ecuacion 4.14 tenemos ademaés que,

9900 _

20 0].

(4.16)
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3. Fijamos = 0,v = ¢ y operamos con el campo S:

0ge 1
0 = sinp——+ 20 ¢ 4 cos bgog — fﬁ;jgw — sin ¢ cot Oggy
1cos ¢
=0 + cos — —0.
®ge0 2 g 900
Sacando factor comun llegamos a,
(4.17) Gop = sin’ Oggg |.

4. Tomamos o =r,v =1y el campo S y obtenemos:

0grr

a9 ~ O

(4.18)

5. Si fijamos u = r, v = 0 y tomamos nuevamente S y R respectivamente:

 Bgw  cosd

0=y~ e 5
_ 8gr9 Sin¢

0=cosog + qn2g9r (B).

Repetimos los mismos pasos que para Ecuacion 4.15,

(4.19) .

6. Fijamos = 1r,v = ¢ y el campo S. Si usamos Ecuacion 4.19 dos veces,

0 =sin qb ¢+ cos $gre — sin ¢ cot 0g,
=0 + cos ¢g,9g — 0

y concluimos con

(4.20) .

7. Por tltimo, tomamos @ = r,v = r nuevamente con S y obtenemos:

9Grr
00

(4.21) =0].

Teorema 4.3. Si tenemos un espacio-tiempo estdtico y estacionario, con un espacio
esféricamente simétrico, podemos elegir coordenadas (t,r,0, ¢) para que g, una métrica
pseudo-Riemanniana, tenga la siguiente forma (como tensor-(0, 2) simétrico):

g = gu(r)dt® + gp(r)dr? + r2dQ2.
donde dQ? = d6? + sin® 0d¢? la métrica usual de la 2-esfera.
Demostracion. Se sigue de Ecuacion 4.13, Ecuacion 4.15, Ecuacién 4.16, Ecuacion 4.18,

FEcuacion 4.17, Ecuacion 4.19, Ecuacion 4.20 y Ecuacién 4.21. Por dltimo, renombra-
mos de manera sugerente ggg(r) = 72 y reparametrizamos. O
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4.1.3. Solucién de las ecuaciones de Einstein

En esta seccién resolveremos completamente las ecuaciones de Einstein. A nuestras
hipotesis anadimos que el tensor de energia impulso T sea 0, lo que se conoce como
soluciones en el vacio.

Podemos simplificar las ecuaciones de campo de Einstein usando el siguiente re-
sultado:

Lema 4.4. Una métrica g cumple las ecuaciones de Einstein en el vacio (Ty, =0 =
Guv) si y solo si Ry, = 0.

Demostracion. Puesto que G, se construye a partir de R, es obvio que la anulacion
del tensor de Ricci implica que el tensor de Einstein se anula. Para la otra direccién
observamos que, contrayendo con la métrica tenemos:

1 1
9" Gy = Rug"” — ERg#,,g“” =R - §4R =-R.
Sustituyendo en la expresion de la curvatura de Einstein (Seccion 3.5):
1 1 v
Guw = Ry + §gWR =Ry — ig,wg Gu -
Usando que G, = 0, obtenemos que R, = 0. ]

Es decir, las soluciones a las ecuaciones de Einstein en el vacio son exactamente
las Ricci planas (curvatura de Ricci 0). Ahora bien, esto no quiere decir que la propia
métrica sea plana (curvatura Riemanniana 0) ya el tensor de curvatura no tiene por
qué anularse.

Para usar este resultado necesitamos expresar la curvatura de Ricci en funcion
de nuestra métrica g. Lo primero es calcular los simbolos de Christoffel. Para ello
recordamos que, en las coordenadas (t, 7,6, ¢), (Teorema 4.3) g es diagonal y vale':

—A(r) 0 0 0 —1/A(r) 0 0 0

0 —B(r) 0 0 o 0 ~1/B(r) 0 0

G =19 0 —r? 0 gy = 0 0 —1/r? 0
0 0 0 —r?sin?@ 0 0 0 —1/r?sin? 0

donde A y B son funciones que determinaremos mas adelante. El calculo en si no
tiene mucho interés tedrico asi que, nuevamente, calcularemos uno como ejemplo, ya
que los demas se obtienen de forma similar:

th _ lgm (a%t 09at - agtt)

5 T + T 90 (por Ecuacion 3.4)

1 rr <8gr‘t + agrt i 8gtt>

=59 5 5 Sy (g es diagonal)
11 0A(r) ]
- 2B(r) or (idem).

'Depende del convenio de signos que hayamos elegido, en nuestro caso tenemos que afiadir — a
Juv- Veremos al final que, de hecho A < 0y B > 0 dandonos (+ — — —).
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Simbolos de Christoffel: (los que no aparecen son 0)

" , 1 1 0A(r) , 1 1 0A(r) , 1 1 0B(r)
Ftr:Fthi Fttzi Frrzf
2A(r) oOr 2B(r) Or 2B(r) oOr
r rsin2¢> 0 .
gez—% ;¢:— B0 F(M):—sm&cos@
1 1
6 _ 1o _ ¢ _néd _ ¢ _ ¢ _
Frg—reT—; FT¢_F¢T‘_; F9¢—F¢0—C0t9

Tensor de Ricci. Usando Ecuacion 2.2 podemos calcular cada componente. Como siem-
pre, mostramos el calculo de uno de ellos como ejemplo:

ory, ork
_ 2z Iz tt
= Tl 5~ Tl
oL}, N '
= 0 TRT}, + ThTy — 1 = TRIY, — TRIY, — DRI, — DRI,
Ty ;
= F’ETFZ - 7;% — 4L, — Thlhp — F:trqu

1A 10408 104 1 (04’
2B Or2  4B29r Or BrOr 4AB\or)
Igualando a 0 los componentes Ry, R.., Rgg y simplificando tenemos el siguiente

sistema de ecuaciones?:

92A OA OB DA 0A\?
0—Rtt—2TABW—TAEE+4ABE—TB <ar> y
92A OA\ > OA OB OB
=R,y = —2rAB—— +rB | — A== 4442
0=FR " or2 T <87’> T or 8r+ or’
0= Ry = —2AB +2AB* — r%B + rAa—B .
or or

Sumando las dos primeras ecuaciones llegamos a:

0A 0B 0AB
O—Rtt—i-RTT—BE—i-AE— o

es decir,

AB = ¢, (c constante) = |B = ik

Si continuamos y sustituimos B en funciéon de A en Rgy llegamos a la siguiente
EDO que sabemos resolver:

T%—A =c(l1-4) = |A(r)=c (1 — k) (donde ¢ y k son constantes) .
r T

2Se pueden obtener muchas mas ecuaciones, pero con estas tres es suficiente para determinar
completamente la métrica.
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Por tltimo, usamos la ultima condicién que impusimos sobre el espacio-tiempo: K
es un campo de Killing temporal. Ademas, en nuestras coordenadas, vimos que K =
(1,0,0,0) luego que sea temporal es equivalente a que:

0<g(K,K)=gtt:c<1—i>, Vr.

En particular, como para r grande 1 — é < 0, tenemos que . S6lo nos que-
da absorber ¢ y escribir £k = 2m con m una constante para obtener la métrica de
Schwarzschild:

Teorema 4.5. Bajo las condiciones de Teorema 4.3, en el vacio T,,, = 0 existen coor-
denadas (t,r,0, ) tal que la métrica tiene la siguiente forma como tensor simétrico:

_ 2m 2 1 2 2 102
(4.22) g= (1 . ) dt = 2m/rdT redQ” .

A esta solucion de las ecuaciones de campo de Einstein le damos el nombre de métrica

de Schwarzschild.

Observacion. Se puede interpretar m como la masa puntual del objeto que genera la
solucion de Schwarzschild. La prueba de la igualdad k& = 2m se reduce a argumentos
fisicos tales como ver que, en el limite, alejandonos del origen, la gravedad cumple las
leyes habituales de un espacio plano.

4.2. Geodésicas de Schwarzschild

Las geodésicas de Schwarzschild han sido de gran importancia historica ya que
permiten describir sucesos imposibles en un marco Newtoniano. En este trabajo, nos
limitaremos a dar una breve introduccion.

Imponiendo una métrica sobre el espacio, la conexién queda determinada por Levi-
Civita (Teorema 3.12). Con Ecuaciéon 3.4 y Ecuacion 2.1 podemos hallar el sistema
de ecuaciones que determina las geodésicas. Junto con la condicién de normalizaciéon
de la “velocidad” forman el sistema que tenemos que resolver:

. 2m .
= rt,
2mr — r?
_om). . ;
P _m(r m) i2 _ m_ g2 (2m — r)6% + (2m — 7) sin? 6¢? ,
r3 2mr — r2
(4.23) ,
- —;97’“ + sin 6 cos 0¢?
.. 2. 0 - .
(25 = —*(Zb?;' - QC?S ¢07
r sin @
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Ademas, imponemos que la geodésica esta parametrizada a velocidad constante 1,
—1 0 0 dependiendo del tipo:

om 1 . . —1 temporal
(4.24) (1 - > T ﬁﬁ —720% — r?sin? 09° = 0 nula
—2m/r +1 espacial

Noétese que, a diferencia de la anterior seccién, no haremos los célculos manual-
mente, ya que, son demasiado extensos. En su lugar, nos ayudaremos de un sistema de
algebra computacional [16]. Ademés, a nuestros problemas se anade que resolver un
sistema de varias EDOs de manera exacta es casi imposible; asi que las resolveremos
numéricamente con SageManifolds.

Aun asi, el sistema Ecuacion 4.23 tal como lo hemos presentado tiene dos proble-
mas: se trata de EDOs de segundo grado lo que dificulta el anélisis, y, mas importante,
no sabemos cémo prescribir el dato inicial para hallar todos los posibles casos de geo-
désicas. Por eso, haremos un paso previo de andlisis cualitativo en el que intentaremos
simplificar las ecuaciones.

4.2.1. Cantidades conservadas y simplificaciones

Una simplificacién muy importante es darnos cuenta que las geodésicas estan con-
tenidas en un plano, lo que recogemos en la siguiente proposiciéon:

Proposicién 4.6. Salvo rotaciones del espacio, las geodésicas cumplen 6 = 5 cons-

tante.

Demostracion. En Ecuacion 4.23, se describe de manera aislada el comportamiento
de 6 como:

6= —%0.7'“ + sin @ cos 02 .
Por inspeccion directa verificamos que la constante § = 5 es solucion. Ahora bien, dada
una geodésica con dato inicial (¢g, 79, 0o, ¢o) cualquiera, podemos moverla mediante la
isometria f que manda 0y en /2 que no es sino la rotacion alrededor del eje de angulo
fp. A través de f, §(0) = 7/2 y, por unicidad de las soluciones, § = 7/2 en toda la
curva. Por lo que vimos en Corolario 3.17 podemos determinar las geodésicas en las
nuevas coordenadas, transportarlas con f~!y, por unicidad, encontramos todas. [

Podemos continuar simplificando el sistema usando los campos de Killing. No
sblo sirven para simplificar la métrica, sino que nos permiten encontrar cantidades
conservadas a lo largo de las geodésicas sin tener que resolver las ecuaciones.

Proposicion 4.7. Sea K un campo de Killing para la métrica g con v una geodésica.
Entonces g(K,%) se conserva a lo largo de .
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Demostracion. Se trata de un ejercicio de calculo usando la caracterizacion de geodé-
sica del Teorema 3.14. Primero, observamos que por compatibilidad:

V3(9(K, 7)) = (V4g) (K, 7) + 9(K, V57) + 9(V5 K, ) = g(V5 K, 7).
Ahora, por la Proposicion 3.20 y la simetria de la métrica:
Vi(9(K, 7)) = 9(V4K,7) = —g(7, V5 K) = —g(V5 K, §) = =V3(9(K, 7)) -
Por tanto,
V(9(K,7)) = 0.

O]

Si tomamos los campos de Killing de la métrica de Schwarzschild (Teorema 4.5,
Ecuacion 4.11) con % = (4,7, 6, ¢), tenemos:

. CasoK:%.

2 .
(4.25) 9(K, %) = K guAi" = K'gu?y' = <1 - m) t = e (constante) | .

] CasoK:a%.

(4.26)  g(K,%) = K%g4py? = — (r*sin®0) ¢ =|—r?¢ = —I (constante)

Obsérvese que hemos utilizado que # = 7/2 en toda la curva.

4.2.2. Orbitas y potencial

En esta secciéon vamos a tratar con trayectorias de particulas masivas. Es un pos-
tulado de la relatividad general que las particulas masivas siguen trayectorias v en las
que g(vy,7v) = 1. A lo largo de toda la seccion trabajaremos bajo ese supuesto.

Buscamos un nuevo sistema que determine las geodésicas en funcion de las canti-
dades conservadas [ y e:

Proposicion 4.8. El sistema Ecuacion 4.23 es equivalente a:

e

1—2m/r’
l

i?

27
12@ 12 B

2" 22 32

(4.27) $* =
.
mi? e —1
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Demostracion. Las primeras dos ecuaciones se deducen directamente de la Ecua-
cion 4.25 y la Ecuaciéon 4.26. Para la dltima, escribimos usando la Ecuacion 4.24:

. 1 . .
= <1 — r) - T—5Ts Qm/rﬁ —r%0% — r? sin” 0

e? 1 o 12
— — Tt — =,
1—2m/r 1-—2m/r 2

y, manipulando la férmula llegamos al resultado. O

Si nos fijamos en Ecuacion 4.27 queda patente que es mucho maéas simple que
Ecuacion 4.23 ya que se tratan de ecuaciones de primer orden y no de segundo. Esa es
la primera ventaja que nos facilita la resolucién numérica. La segunda es que podemos
caracterizarla como una ecuacién del movimiento cléasico de fisica.

V', potencial
1., m 12 ml? e2 -1
S e Sl S
2 r o 2r T 2
g ——
energia cinética energia total (conservada)

Simplificando todavia més:

1.9 m 12 ml?
(428) 57’ =+ V(T') = E, donde V('f’) = —7 =+ ﬁ — 7”‘73 .
Aqui es cuéndo entra en juego la tercera ventaja de Ecuacion 4.27 y es que, como [ es
conservada, queda determinada a partir de las condiciones iniciales (£(0),7(0), 8(0), #(0)).

De esta forma, podemos explorar todos los tipos de orbitas con facilidad como se ve
en la Figura 4.2.

N
-10 —5\j5_10

—-10

(a) Varias geodésicas para particulas ma-

(b) Primer plano de geodésica eliptica re-
sivas.

saltada en azul oscuro en Figura 4.2a.

Figura 4.2: Calculo numérico de geodésicas del Ecuacion 4.27 y graficas de trayectorias.
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APENDICE A

Conceptos previos de geometria
diferencial

En este apéndice se fijan las definiciones y notaciéon de geometria diferencial que
se usaran a lo largo del trabajo.

Definicién A.1 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable es una tri-
pleta (M, T,.e/) donde M es un espacio topologico con topologia 7y A = (Uy, Zq)a un
atlas. Es necesario que U, sea un recubrimiento abierto de M y z, : U, — R” con n
fijo sea un homemomorfismo sobre su imagen. A un elemento (U,, x4) de A se le llama
una carta de M y debe cumplirse que para cualesquiera cartas (z,U), (y,V) € & con

unv #(:
(yoxr ™) :z(UNV)CR™ - R" es diferenciable.

Observacion. A menudo usaremos M para referirnos a la variedad diferenciable
cuando no haya ambigiiedad sobre la topologia ni el atlas.

Definicién A.2 (Funcién suave entre variedades). Dadas dos variedades (M, 7, o)
y (N, 7', %), una funcion f : M — N es suave si es continua y, en cualesquiera cartas
(U,z) € o, (V,y) € B, tenemos que (yo fox ') :z(f~H(V)NU) C R™ — R" es
suave en el sentido habitual.

Definiciéon A.3 (Difeomorfismo). Dadas dos variedades M y N, una funciéon f :
M — N es un difeomorfismo si es biyectiva y tanto f como f~! son suaves como
aplicaciones entre variedades (Definicion A.2).

Definicién A.4 (Espacio tangente en un punto). Dada una variedad M, y un
punto p € M, se define el espacio tangente como el conjunto de todas las derivaciones
en ese punto.

Tp,M = {c|c:R — M curva suave en un entorno de p, ¢(0) = p}/ ~,

donde [¢] ~ [¢] si (x o ¢)'(0) = (z 0¢)'(0) con (U, z) una carta alrededor de p. Es facil
ver que relaciéon de equivalencia ~ no depende de la carta elegida.
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Interpretamos los elementos de T, M como derivaciones en el siguiente sentido:
sean u € T,M, f : M — R y denotemos por ¢, la curva asociada a u:

u(f) = leu](f) = €, (0)(f) = (f 0 cu)(0).
~——
R—R
Obsérvese que tenemos tres notaciones distintas para referirnos al mismo objeto u =

el = ¢,(0).

Proposicion A.5 (Base canoénica del espacio tangente en un punto). Dada
(M,0,47), si fijamos una carta (U,z) centrada en un punto p (x(p) = 0), donde
x=(x1...2y) con z; : M — R podemos dar una base de T,M de la siguiente forma:

i con 0 = (fox Y (z;
{awi}ie{l...n} ox? (£) (foa; ) (zi(p) .-

p

Definicién A.6 (Espacio cotangente / Dual al espacio tangente). Dada una
variedad M y un punto p, definimos el espacio dual al espacio tangente T}, M:

(T,M) ={f:T,M — R | f lineal}.

Proposicion A.7 (Base dual del espacio cotangente). Dada M variedad dife-
renciable, si fijamos una carta (U,x) alrededor de un punto p, donde x = (x7...xy,)
con z; : M — R podemos dar una base en Ty M como sigue:

{dx }ie{lu.n} con dzx (W) = 0jj = {0 P .

Técnicamente podemos dar otras bases del espacio que no guarden esta relacion con
los elementos de T, M, pero nos interesardn menos.

Definicién A.8 (Diferencial de una funcién). Sean M y N variedades diferen-
ciables y sea f : M — N una funcién suave. Se define la diferencial de f en un punto
p € M como:

dfp : TpM — Tf(p)N
V] = [f o]

Definicion A.9 (Fibrado tangente). Es la union disjunta de todos los espacios
tangentes para cada punto de la variedad. Se puede pensar en los elementos como
pares ordenados (p,u) : u € T,M,

T™ = | | T,M = | {p} xT,M.
peEM peM

Observacion. Se puede dotar a T'M de estructura de variedad diferenciable (|7,
pag. 28]) lo que nos permitira definir un campo vectorial suave mas adelante.
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Definicién A.10 (Campo vectorial). Un campo vectorial es una aplicacion X :
M — TM diferenciable entre variadades tal que

moX =id.
donde 7 : TM — M es la proyeccion sobre M, con w(T, M) = p. Es decir, los campos
son secciones del fibrado tangente.

Igual que con los vectores, los campos se pueden interpretar como derivaciones:

X :C®(M)— C®(M)
f= X(f) con X(f)(p) = dfp(X(p)).
Definicién A.11. El espacio de todos los campos vectoriales sobre una variedad M

se denota I'(T'M). La notacion se debe a que los campos exactamente son las secciones
del fibrado tangente.

Ahora que hemos definido con rigor lo que es un campo, podemos explicar qué
quiere decir tomar la derivada de una curva. Si ¢ : R — M una curva diferenciable,
denotamos por ¢ el campo vectorial definido s6lo a lo largo de la curva ¢ y que en cada
punto es igual a su vector tangente. Esta nocién natural requiere de cierto trabajo
notacional. Sea ¢y, (t) = ¢(t + to), comprobamos,

¢to (0) =D,
1o (0) = @(to)

que, ahora si, nos recuerda a Definicion A.4 y fijamos:
(A1) P(t) = [¢4].-

Abusando de la notacién, a veces utlizaremos ¢ para referirnos al vector tangente
en coordenadas. Si (U, z) es una carta, se puede escribir:

0
ozt

Definicién A.12 (Corchete de Lie / Conmutador). El corchete de Lie es una
aplicacion [-, -] definida por:

p=¢

[, ]: T(M)xT'(M) —T'(M)
(X, V)= [X,)Y]=XoY —-YoX,

donde estamos componiendo campos usando la caracterizacion de los campos como
derivaciones. Es decir, dada una funcion f,

(X, Y](f) = X(Y(f)) =Y (X(/f))-






APENDICE B

Notacioén y tensores

En este capitulo fijamos las definiciones que usaremos para trabajar con tensores
y los convenios de notacién cominmente utilizados en la literatura de relatividad
general.

B.1. Tensores

Definicién B.1 (Tensor). Un tensor de valencia (p, q) sobre un espacio vectorial V'
es una aplicaciéon multilineal T':

T: VX xV*xVx---xV >R,

~~ ~~
p q

donde V* = {¢: V — R | ¢ lineal} es el espacio dual a V.

Observacion. Con esta notacion, un covector w es un tensor (0,1) y un vector v es
un tensor (1,0).

Definicién B.2 (Campo tensorial). Un campo tensorial-(p, q) Z en una variedad
M es aplicacion diferenciable entre variedades:

Z:M—TPMM = | | THM
zeM
x— Z(x),

tal que mo Z = id con 7 : TPIM — M la proyecciéon. Es decir, son secciones del
fibrado tensorial-(p, q).

Observacion. Nuevamente dotamos a TP”?M con estructura de variedad diferencia-
ble. Mas generalmente, a este tipo de estructuras se las conoce como fibrados vecto-
riales ([7, pag. 50]).

Observacion.

» Las funciones son campos tensoriales-(0,0) (los tensores-(0,0) son constantes).

41
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» Los campos vectoriales son campos tensoriales-(1,0), pero preferiremos la nota-
cion T'(TM) en vez de I'(TOM).

» Los campos covectoriales son campos tensoriales-(0, 1), pero es méas comun de-
notarlos I'(T*M) en vez de I'(T%' M).

Observacion. A menudo evaluaremos Z sobre campos tensoriales en el siguiente
sentido:

Z(Wjy « - Wiy iy -+ €i,)(p) = Z(wjy (p) - - - wjy (), €3y (P) - - - €4, (D)) s

donde Z(wj, ...wj,,¢€i, .- .¢€i,) es una funcion de C*°(M).

Cuando trabajemos en coordenadas con tensores emplearemos la siguiente defini-
cion que distingue superindices de subindices:

Definicién B.3 (Componentes de un tensor). En un espacio vectorial V', un
tensor-(p, ¢) T' con respecto a una base ({e;} en V', {w;} en V*), tiene componentes:

J1edp . o . . . . .
Tl = T(wjy .- Wiy, €y - - €1)) 1<iy...0p,J1...Jq < dim(V).
Donde los superindices indexan en V* y los subindices en V' por convenio.

Ejemplo B.4. Usando los componentes podemos evaluar un campo tensorial en coor-
denadas facilmente:

T(w,X) =Y wTjX e C™(U),
ihj
con U C M la carta correspondiente.

Ejemplo B.5. También podemos calcular la expresiéon local de un campo vectorial
en funcién de una base:

€T,M.

X() =Y X

p

B.2. Notacion

Las férmulas que involucran tensores, como es comun en relatividad, a menudo
necesitan sumatorios en muchos indices lo que dificulta su lectura. Ademas, como te-
nemos tantos objetos, nos gustaria saber si estamos tratando con un vector o covector
a simple vista. Para aliviar ambos problemas a menudo se emplean los siguientes dos
convenios:

= Notacién de Einstein: Para mejorar la legibilidad, los sumatorios no se escri-
ben explicitamente, sino que se entiende que si hay una pareja del mismo indice,
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uno arriba y otro abajo, hay un sumatorio. Por ejemplo, si T lineal y X es un
campo vectorial, son equivalentes:

.0 0
TX) =T | X v g :ZUjT(axj>
J J

T(X)=T (”jaia‘> =v;T (aij>

Como siempre trabajamos con aplicaciones lineales, no hay ambigiiedad si el
sumatorio esté dentro o fuera porque:

9 )
Zj:T<U]8xj>:T Zzﬂ@

= Notaciéon abstracta de indices de Penrose: Muchas veces es dificil recordar
qué valencia tienen los tensores en un calculo, especialmente si estamos bajando
y subiendo indices. Por ello y por ergonomia, muchas veces los calculos en fisica se
hacen directamente en coordenadas. La solucién natural a la par que elegante la
dio Penrose en su convenio de indices. Consiste en usar los indices para recordar
la valencia de los tensores y nada mas. La notacién es idéntica a como se trabaja
en coordenadas facilitando los célculos, pero con la garantia de que estos célculos
que hacemos son invariantes.

En este trabajo emplearemos siempre este convenio salvo que hablemos de unas
coordenadas concretas; distincion que sera clara dependiendo del contexto.
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